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第1問
バネの一端に繋がれた質量mの粒子の 1次元運動を考える。バネの他端は不動壁に繋がれていて、バ
ネ定数をmω2

0 とする (ω0 > 0)。粒子の位置 x(t)は、バネが自然長であるときをゼロとする。粒子は
摩擦力−ζ

dx(t)

dt
と外力 f(t)を受けるとする。ここで ζ (> 0)は摩擦係数、tは時間を表す。以下では

iを虚数単位とする。

[1] まず外力 f(t)が角周波数 Ω (> 0)で周期的に振動する力である場合を考える。ここで、位置
x(t)と外力 f(t)を複素数表示で表し、f(t) = F0e

iΩtとする。

[1.1] 定常状態における x(t)を求めよ。
[1.2] 応答関数 ε = x(t)/f(t)を定義するとき、εの実部 ε′と虚部 ε′′の Ω依存性を求めよ。
[1.3] ζ ≪ mω0かつ |Ω−ω0| ≪ ω0のとき、ε′と−ε′′のΩ依存性の概形を図示せよ。その際に、

ε′と−ε′′の極値に対応する角周波数を付記せよ。

[2] 次に外力 f(t)が揺動力である場合を考える。ここで、位置 x(t)と外力 f(t)を実数表示で表す。
f(t)は ⟨f(t)f(t+ τ)⟩ = Iδ(τ)と ⟨f(t)⟩ = 0を満たすランダムな関数で表されるとする。Iは正
の定数とする。⟨a⟩は物理量 aのアンサンブル平均 (無数の同一な力学系の集団における平均)

を表す。δ(τ)はディラックのデルタ関数である。以下では ζ < 2mω0のときの粒子の運動の定
常状態を考える。

[2.1]

⟨(
dx(t)

dt

)2
⟩

= v2とおくとき、粒子の平均二乗変位 ⟨x(t)2⟩を v2で表せ。また導出過程

も示せ。ただし、f(t)と x(t)に相関がないこと ⟨f(t)x(t)⟩ = ⟨f(t)⟩⟨x(t)⟩を用いてよい。
[2.2] x(t)のフーリエ変換 X(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−iωt dtを f(t)のフーリエ変換 F (ω)を用いて表

せ。また、x(t)のパワースペクトル Ix(ω) = ⟨|X(ω)|2⟩を f(t)のパワースペクトル If (ω) =

⟨|F (ω)|2⟩を用いて表せ。
[2.3] 一般に実関数a(t)で表される物理量のパワースペクトルIa(ω)とa(t)の相関関数 ⟨a(t)a(t+ τ)⟩

との間に Ia(ω) =

∫ ∞

−∞
⟨a(t)a(t + τ)⟩e−iωτ dτ の関係がある。これを用いて、x(t)の相関

関数 ⟨x(t)x(t+ τ)⟩を求めよ。ただし、ω1 =

√
ω2
0 −

ζ2

4m2
とおいて、ω1を答えの表式に含

めてもよい。
[2.4] 問 [2.3]で求めた相関関数に τ = 0を代入し、問 [2.1] の結果と比較して、Iを v2を用いて

表せ。



第2問
1次元におけるポテンシャル障壁に散乱される量子力学的な粒子を考えよう。時間に依存しないシュ
レーディンガー方程式は

− ℏ2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x) (1)

と書ける。mを粒子の質量、ℏはプランク定数を 2πで割ったものとし、V (x)はポテンシャル、E は
粒子のエネルギーである。ここでは、x軸正方向に進む粒子が障壁に入射する場合を考える。iを虚
数単位として、以下の問いに答えよ。

[1] V (x) = V0 (|x| ≤ a), V (x) = 0 (|x| > a)で与えられるポテンシャル障壁を考える。0 < E < V0

のとき、粒子の波動関数は

ψ(x) =


Aeikx +Be−ikx (x < −a)
Ceγx +De−γx (|x| ≤ a)

Eeikx (x > a)

(2)

と書ける。ただし、k =

√
2m

ℏ2
E , γ =

√
2m

ℏ2
(V0 − E)であり、V0, aは正の定数とする。以下の

問 [1.1]∼[1.5]では、E , V0は用いずに k, γを用いて答えよ。
[1.1] 波動関数とその導関数が連続であるという境界条件より、係数A,B,C,Dの間に成り立つ

関係式を二つ求めよ。
[1.2] 同様に、係数 C,D,Eの間に成り立つ関係式を二つ求めよ。
[1.3] 問 [1.1], [1.2]で導かれた式より、

B

E
=

(
ik − γ

2ik

)(
ik + γ

2γ

)
e−2γa −

(
ik + γ

2ik

)(
ik − γ

2γ

)
e2γa (3)

が得られる。この関係を用いて、粒子がポテンシャル障壁を透過する確率（透過率）T1を
求めよ。ここで、双曲線関数 cosh(α) =

eα + e−α

2
及び sinh(α) =

eα − e−α

2
を用いても

よい。
[1.4]

γ

k
≪ 1, aγ ≪ 1のとき、T1を k, aを用いて表せ。

[1.5] aγ ≫ 1のとき、T1を k, γ, aを用いて表せ。
[2] 問 [1]と同じポテンシャル障壁において、E > V0の場合を考える。以下の問 [2.1]及び [2.2]で
は、k, γは用いずに E , V0を用いて答えよ。
[2.1] このときの透過率 T2の E 依存性を求めよ。
[2.2] E ≫ V0における T2の値に注意して、横軸を E

V0
とし T2の E依存性の概形を図示せよ。ま

た、T2が極大となる条件をすべて求めよ。
[3] 次に V (x) = 0 (x < −a), V (x) = V0 (|x| ≤ a), V (x) = −V1 (x > a)で与えられるポテンシャ
ル障壁による粒子の散乱を考える。ただし、V1 > 0, 0 < E < V0とする。

[3.1] 透過率 T3 と反射率 R3 を求めよ。ただし、k =

√
2m

ℏ2
E , γ =

√
2m

ℏ2
(V0 − E), k1 =√

2m

ℏ2
(E + V1)として、E , V0, V1は用いずに k, γ, k1を用いて答えよ。

[3.2] E を固定し V1を大きくするときの T3の漸近値を求めよ。



第3問
自然数N に対してN 個のスピンが各々他の全てのスピンと等しい結合定数で相互作用しているイジ
ング模型を考える。エネルギーは以下で与えられる。

E = − J

N

∑
α<β

σασβ (1)

ここで、σαと σβ はそれぞれ±1の値をとる変数であり、J はゼロではない実数である。また、αと
βは自然数であり、1 ≤ α ≤ N と 1 ≤ β ≤ N を満たすものとし、和は α < βを満たす全ての組み合
わせに対してとるものとする。

[1] まずN = 2, 3の場合を考える。

[1.1] N = 2のとき、式 (1)は
E = −J

2
σ1σ2 (2)

となる。エネルギーEのとりうる値と対応する縮退度W を全て求めよ。
[1.2] N = 3のとき、式 (1)は

E = −J

3
(σ1σ2 + σ2σ3 + σ1σ3) (3)

となる。エネルギーEのとりうる値と対応する縮退度W を全て求めよ。
[1.3] N = 3のときの基底状態の縮退度W を J が正負の場合に分けてそれぞれ求めよ。

[2] 次にN が一般の自然数の場合を考える。総スピンを
N∑

α=1

σα = N − 2M (4)

とする。ここでM は σα = −1をとるスピンの数である。

[2.1] エネルギーEをM を用いて表せ。
[2.2] 基底状態のエネルギーEと縮退度W を J が正負の場合に分けてそれぞれ求めよ。

（次のページに続く）

1



以下ではN ≫ 1かつ J > 0とする。σα = −1をとるスピンの割合をm = M/N とし、温度 T の熱
平衡状態を考える。エントロピーを S、熱容量を C とする。また、ボルツマン定数を kBとする。

[3] 0 < m < 1/2の熱平衡状態を考える。

[3.1] E/N をmの関数として求めよ。
[3.2] S/N をmの関数として求めよ。ここで、nが十分に大きいときに良い近似であるスター

リングの公式
log n! ≃ n log n− n (5)

を用いること。
[3.3] 問 [3.1]と [3.2]の結果と関係式

dS

dE
=

1

T
(6)

を用いてmの関数として温度 T を求めよ。
[3.4] 低温極限 kBT ≪ J ではm ≪ 1が成り立つ。このときのmの温度依存性を求めよ。
[3.5] 問 [3.4]で求めた結果を用いて、低温極限での S/N の温度依存性を求めよ。
[3.6] 問 [3.5]で求めた結果を用いて、低温極限での C/N の温度依存性を求めよ。

[4] ある臨界温度 Tc以上の熱平衡状態ではm = 1/2 が成り立つ。式 (6)においてm → 1/2の極限
を考えることで、その温度 Tcを求めよ。
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第4問
気体原子が電子と正イオンに分離した電気的に中性で一様なプラズマがある。このプラズマ中を z軸
の正の向きに進む角周波数 ω(> 0)の電磁波を考える。電磁場の作用によって電子だけが運動し、正
イオンの運動は無視できるものとする。電子の質量をm、電荷を−e、プラズマ中の電子数密度をN

とする。
なお、粒子間のクーロン相互作用、粒子間の衝突、重力の影響はいずれも考えなくてよいものとす

る。電子の熱運動は等方的であり、電流密度には影響しないものとする。電子の速さは真空中の光速
cに比べて十分小さく、電子が電磁波の磁場から受ける力は無視できるものとする。電磁波の電場E、
電子の速度 v、電流密度 J はいずれも x成分と y成分だけをもち、z軸と垂直な面内で一様であるも
のとして扱う。
以上に述べた仮定の下で、時刻 tにおける電磁波の電場E(z, t)に関する以下の波動方程式を考える。

∂2E(z, t)

∂z2
− 1

c2
∂2E(z, t)

∂t2
=

1

c2ε0

∂J(z, t)

∂t
(1)

ここで ε0は真空の誘電率である。
この波動方程式に従う電磁波の電場を、複素数表示で以下のように表す。

E(z, t) = E0 exp[i(kz − ωt)] (2)

ここで E0 は定ベクトル、iは虚数単位、kは複素数の波数である。解答にあたり、プラズマ周波数

ωp =

√
e2N

ε0m
を適宜用いよ。

[1] 電子の運動方程式を、電子の速度 v(z, t)および電磁波の電場E(z, t)を用いて記せ。

[2] 問 [1]の結果を用いて、電流密度の時間微分 ∂J(z, t)

∂t
を電磁波の電場E(z, t)を用いて表せ。

[3] k2を角周波数 ωの関数として表せ。また、このプラズマ中を電磁波が長い距離にわたって伝搬
するような角周波数 ωの条件を求めよ。

（次のページに続く）



先のプラズマに z軸の正の向きに磁束密度Bz(> 0)の一様な静磁場をかけた。このプラズマ中を z軸
の正の向きに進む角周波数 ωの電磁波を考える。電子の運動に影響を及ぼす力としては、電磁波の電
場と静磁場のみを考える。電磁波の電場E、電子の速度 v、電流密度 J はいずれも x成分と y成分
だけをもつものとし、電磁波の電場を式 (2)のように表す。以下では、電磁波の角周波数 ωおよびプ
ラズマ周波数 ωpは、いずれもサイクロトロン周波数 ωc =

eBz

m
より大きいものとする。

[4] 電磁波の電場E(z, t)および電子の速度 v(z, t)の x, y成分を以下のように表す。

E(z, t) =

(
Ex(z, t)

Ey(z, t)

)
, v(z, t) =

(
vx(z, t)

vy(z, t)

)
(3)

電子の運動方程式を x成分と y成分のそれぞれについて記せ。

[5] 電流密度 J(z, t)は exp[i(kz−ωt)]に比例するものとする。このとき、電流密度を 2行 2列の行
列 σを用いて

J(z, t) =

(
Jx(z, t)

Jy(z, t)

)
= σ

(
Ex(z, t)

Ey(z, t)

)
(4)

と表す。行列 σを ε0, ω, ωc, ωpを用いて表せ。

[6] 式 (1)より、以下の形の固有方程式が得られる。

A

(
Ex(z, t)

Ey(z, t)

)
= k2

(
Ex(z, t)

Ey(z, t)

)
(5)

ここで、Aは 2行 2列の行列である。行列Aを

A =
(ω
c

)2 [
(1− α)

(
1 0

0 1

)
− β

(
0 −i

i 0

)]
(6)

と表すとき、ω, ωc, ωpを用いて αと βを表せ。

[7] 式 (5)の固有値 k2と対応する固有ベクトルを全て求めよ。ただし k2に関しては c, ω, ωc, ωpを
用いて表せ。また、このプラズマ中を z軸の正の向きに長い距離にわたって伝搬する固有モー
ドが二つ存在するような角周波数 ωの条件を求めよ。

[8] 角周波数 ω が問 [7] で求めた条件を満たす場合について考える。二つの固有モードの波数を
k+, k−とする（ただし k+ > k− > 0）。位置 z = 0における電磁波の電場が定数E0を用いて

E(0, t) = E0

(
1

0

)
exp(−iωt) (7)

と表されるとき、位置 z(> 0)における電場E(z, t)を k+, k−を用いて表せ。また、この電磁
波が z軸の正の向きに伝搬するとともに偏光状態がどのように変化するか、説明せよ。


