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第1問
1次元と 2次元のそれぞれにおいて、無限の深さの井戸型ポテンシャルに束縛された量子力学的な粒
子を考える。mを粒子の質量、iを虚数単位、aを正の定数、ℏはプランク定数を 2πで割ったものと
する。以下の問いにおいてスピンの自由度は無視し、波動関数は常に規格化されているものとする。
また、以下の関係式を用いても良い。∫ 1
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[1] 1次元の場合を考える。時間に依存しないシュレーディンガー方程式は、

Ĥψn(x) = Enψn(x)

と書ける。ただし、エネルギー固有値を E1 < E2 < E3 · · · とし、En（nは 1以上の整数）に
対応する固有状態の波動関数を ψn(x)とする。また、ハミルトニアン Ĥ は

Ĥ = − ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

V (x) =

{
0 (|x| ≤ a)

∞ (|x| > a)

と書けるとする。

[1.1] ψn(x)およびEnを求めよ。ただし、ψn(x)は実関数とする。

[1.2] 波動関数 ψ(x)を ψ(x) → ψ(−x)と変換する演算子を P̂ とする。ψn(x)が P̂ の固有状態で
あることを示し、その固有値を求めよ。

[2] 2次元の場合を考える。ハミルトニアン Ĥ を

Ĥ = − ℏ2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ V (x, y)

V (x, y) =

{
0 (|x| ≤ aかつ |y| ≤ a)

∞ (|x| > aまたは |y| > a)

とすると、問 [1]の ψn(x)を用いたΨnx,ny(x, y) = ψnx(x)ψny(y)（nxおよび nyはそれぞれ 1以
上の整数）はエネルギー固有状態である。基底状態はΨ1,1(x, y)、第一励起状態はΨ2,1(x, y)と
Ψ1,2(x, y)の線形結合、第二励起状態はΨ2,2(x, y)である。

[2.1] 波動関数Ψ(x, y)をΨ(x, y) → Ψ(y, x)と変換する演算子を M̂ とする。基底状態Ψ1,1(x, y)

と第二励起状態Ψ2,2(x, y)が M̂ の固有状態であることを示し、それらの固有値を求めよ。



[2.2] 第一励起状態のうちΨ2,1(x, y)とΨ1,2(x, y)は M̂ の固有状態ではないが、これらの適切な
線形結合は Ĥと M̂ の同時固有状態となる。そのような同時固有状態とそれに対応する M̂

の固有値の組をすべて求めよ。ただし、同時固有状態はΨ2,1(x, y)とΨ1,2(x, y)の線形結
合で表し、Ψ2,1(x, y)の係数が正の実数となるようにせよ。

[2.3] 問 [2.2]で求めた各状態に関して、角運動量演算子 L̂ = −iℏ
(
x ∂
∂y − y ∂

∂x

)
の期待値を求め

よ。

[2.4] 波動関数Ψ(x, y)をΨ(x, y) → Ψ(−y, x)と変換する演算子を Ĉ4とする。基底状態Ψ1,1(x, y)

と第二励起状態Ψ2,2(x, y)が Ĉ4の固有状態であることを示し、それらの固有値を求めよ。

[2.5] 第一励起状態のうち Ψ2,1(x, y)と Ψ1,2(x, y)は Ĉ4 の固有状態ではないが、これらの適切
な線形結合は Ĥと Ĉ4の同時固有状態となる。そのような同時固有状態とそれに対応する
Ĉ4の固有値の組をすべて求めよ。ただし、同時固有状態はΨ2,1(x, y)とΨ1,2(x, y)の線形
結合で表し、Ψ2,1(x, y)の係数が正の実数となるようにせよ。

[2.6] 問 [2.5]で求めた各状態に関して、角運動量演算子 L̂ = −iℏ
(
x ∂
∂y − y ∂

∂x

)
の期待値を求め

よ。



第2問

パラメーター励振とは、系のパラメーターの周期的な変化のもとでの振動現象である。パラメーター
励振を示す簡単な例として、図 1に示したような系を考える。長さ Lの棒に吊るされた質量mのお
もりで構成された振り子の支点が、鉛直方向に振幅 a(≥ 0)および角振動数 Ω(> 0)で振動している。
時刻 tにおけるおもりの位置を直交座標で (x, y)とし、座標原点を図 1のようにとる。y座標は鉛直
下向きを正に取っていることに注意せよ。また、支点の位置座標を (0, a cosΩt)とする。棒の張力を
T (> 0)とし、棒は変形せず、その質量は無視できるとする。角度 θは図 1のように鉛直方向から測っ
た棒の角度とする。重力加速度を g(> 0)とする。空気抵抗や支点における摩擦や、おもりの大きさ
は無視する。以下では上付きのドットは時間微分を表す。

[1] 時刻 tにおけるおもりの位置座標 (x, y)を L, θ, a, Ω, tを用いて表せ。

[2] (x, y)に関する運動方程式を ẍ, ÿ, m, T, θ, gを用いて表せ。

[3] 問 [1]の結果を微分することで、ẍと ÿを L, θ, θ̇, θ̈, a, Ω, tを用いて表せ。

[4] θに関する運動方程式を書け。ただし張力 T は答えに用いてはならない。

[5] θが微小だと仮定し、sin θを θと近似する。以下の問いではこの近似を常に用いる。a = 0の
場合について、問 [4]で求めた運動方程式の解 θ0(t)を求めよ。ただし、θ0(0) = A, θ̇0(0) = 0
とする。また、このときの固有角振動数 ω0(> 0)を g, Lを用いて表せ。

[6] 問 [5]で求めた θ0(t)を用いて aが小さいときの解を θ(t) = θ0(t) + aθ1(t)とおく。aに関する摂
動展開により解が求まると仮定して、1次摂動の条件から、θ1(t)が満たす方程式を書け。

[7] 問 [6]で導いた方程式の解 θ1(t)を求めたい。ω0を問 [5]で求めた固有角振動数として、時間に
依存しない定数 u1と u2を用いて以下の形の特殊解を仮定する。

θ1(t) = u1 cos[(Ω + ω0)t] + u2 cos[(Ω − ω0)t] (1)

このような特殊解をとることができる条件を Ω, g, Lを用いて表せ。さらに、その場合の u1と
u2を求め、L, A, Ω, gのみを用いて表せ。



図 1



第3問
熱容量および質量が大きい容器内部の円柱状の空洞に、N(≫ 1)個の同種粒子からなる気体が閉じ込
められている。空洞の高さを L、半径をRとする。また、ν = N/Lとする。空洞の中心を原点Oと
し、回転対称軸が z軸となるように、静止した直交座標系 xyzをとる（図 1）。ボルツマン定数を k、
プランク定数を hとする。
以下では、角運動量ベクトルの z成分を単に角運動量と表記する。容器の内側側面にかかる圧力を

側圧と呼ぶ。正数 tの自然対数を log tと表記する。
1個の粒子の位置をベクトル r = (x, y, z)で表し、対応する運動量ベクトルを p = (px, py, pz)と

表記する。1粒子の質量をm、ハミルトニアンをH1(r,p) = (p2x + p2y + p2z)/(2m)とし、角運動量を
M1(r,p) = xpy − ypxとする。N 粒子のハミルトニアンは、1粒子のハミルトニアンの和で書けると
する。1粒子の相空間上の分布を表す確率密度関数を ρ(r,p)と書く。
粒子の運動は古典力学により扱い、粒子に対する重力の影響は無視する。なお、広義積分∫∞

−∞ e−t2dt =
√
πを用いてよい。

[1] 容器が静止した床に固定され、温度 T の熱浴と見なせる場合を考える（図 2）。容器と気体が
熱平衡にあるとする。半径Rは十分に大きく、N 個の粒子の運動はカノニカル分布に従うとす
る。このとき、1粒子の確率密度関数 ρ(r,p)は

ρ(r,p) =
1

h3LZ̃1

exp

(
−H1(r,p)

kT

)
と書ける。ただし、Z̃1は rにも pにも依存しない量である。以下の問いに答えよ。

[1.1] Z̃1は温度 T および半径Rの関数とみなせる。確率密度関数 ρ(r,p)の規格化条件∫ ∞

−∞
dpx

∫ ∞

−∞
dpy

∫ ∞

−∞
dpz

∫ L/2

−L/2
dz

∫
x2+y2≤R2

dxdy ρ(r,p) = 1

を用いて Z̃1(T,R)を計算し、kT,Rおよび γ = π5/2(2m)3/2h−3を用いて書け。
[1.2] この気体のヘルムホルツの自由エネルギーを F とし、F̃ = F/Lとする。N 粒子の分配

関数について、ν = N/Lを一定にしてN,L → ∞とする極限を考えることで、F̃ を求め
kT, ν, Z̃1(T,R)を用いて表せ。なお、近似 logN ! ≈ N logN −N を用いてよい。

[1.3] 空洞の半径Rを仮想的に微小変化させるのに必要な仕事を考えることで、側圧P を問 [1.2]

の自由エネルギー F から計算し、kT,R, ν, Z̃1(T,R) および偏導関数
(
∂Z̃1(T,R)

∂R

)
T
を用い

て表せ。また、問 [1.1]の答えを Z̃1(T,R)に代入し、kT,R, νを用いて P を表せ。



[2] 容器が上面の中心で吊るされ、z軸のまわりに摩擦なく自由に回転できる場合を考える（図 3）。
容器は z軸のまわりに回転対称性を持つとする。容器は一定の角速度 ωで z軸のまわりに回転
しており、その温度は T である。この容器と気体は熱平衡にあり、1粒子の確率密度関数 ρ(r,p)

は
ρ(r,p) =

1

h3LZ̃1

exp

(
−H1(r,p)− ωM1(r,p)

kT

)
と書けるとする。ただし、Z̃1は rにも pにも依存しない量である。以下の問いに答えよ。

[2.1] 位置 rが空洞内に限られることに注意して、相空間におけるH1(r,p)−ωM1(r,p)の最小
値を求め、R,ω,m を用いて表せ。

[2.2] 位置 r付近にいる粒子の速度ベクトルの期待値を (vx(r), vy(r), vz(r))とする。vx(r)およ
び vy(r)を求めよ。

[2.3] Z̃1は温度 T、半径R、および角速度 ωの関数とみなせる。この場合の Z̃1(T,R, ω)を計算
し、kT,R,m, ωおよび γ = π5/2(2m)3/2h−3を用いて書け。

[2.4] 側圧 P を、kT,R, ω, ν,mを用いて表せ。また、角速度 ωを一定として温度を低くする極
限での P の値を求めよ。

[2.5] この気体の z軸まわりの慣性モーメント I を計算し、kT, ω,N および ε = mR2ω2/2を用
いて表せ。

[2.6] 角速度ωが一定の条件下でのこの気体の熱容量Cωを計算し、k, T,Nおよび ε = mR2ω2/2

を用いて表せ。また、高温および低温極限での熱容量 Cω の値を求めよ。
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第4問
真空中における質量m、電荷 q (> 0)の古典的な荷電粒子を、電磁場を用いて座標原点 (0, 0, 0)付近の
有界な領域に閉じ込める方法を考えよう。荷電粒子の時刻 tにおける位置座標をr(t) = (x(t), y(t), z(t))

とする。荷電粒子の速さは光速に比べて十分に小さく、また荷電粒子自身が作る電磁場の影響は無視
できるものとする。iを虚数単位として、以下の問いに答えよ。

[1] まず、静電場を印加し、位置 r = (x, y, z)におけるスカラーポテンシャルが

ϕ(r) = ax2 + by2 + cz2 (1)

となるように設定する。ここで、a, b, cは定数である。電場はE(r) = −∇ϕ(r)で与えられる
ものとする。

[1.1] 式 (1)のスカラーポテンシャルにおいて、もし a, b, cが全て正となれば、荷電粒子を有界
な領域に閉じ込めることができる。しかし、実際には a+ b+ c = 0が成り立つため、a, b,
cが全て正となるような静電場は印加できない。式 (1)において a+ b+ c = 0が成り立つ
ことを示せ。

以下では、式 (1)のスカラーポテンシャルに加え、一様な静磁場を印加して、荷電粒子を有界
な領域に閉じ込める方法を考える。そこで、式 (1)において a = b = − c

2
< 0と設定し、さら

に磁束密度B = (0, 0, B)の静磁場を印加した場合を考える。

[1.2] 荷電粒子が静電場と静磁場から受ける力を考え、荷電粒子の位置 r(t)に関する運動方程式
を dr(t)

dt
,
d2r(t)

dt2
, m, q, ϕ (r(t)), Bを用いて表せ。

[1.3] 荷電粒子は z軸方向については閉じ込められ、単振動を行う。その角振動数をm, q, cを
用いて表せ。

[1.4] u(t) = x(t) + iy(t)とおくとき、u(t)が満たす運動方程式を u(t),
du(t)

dt
,
d2u(t)

dt2
, m, q, c,

Bを用いて表せ。
[1.5] 荷電粒子がどのような初期条件に対しても x軸および y軸方向について有界な領域に閉じ

込められるために、m, q, c, Bが満たすべき条件を求めよ。

[2] 次に、式 (1)の代わりに、位置 r = (x, y, z)におけるスカラーポテンシャルが

ϕ̃(r, t) = (αx2 + βy2 + γz2) cosωt (2)

のように角振動数 ωで時間変化する場合を考える。ここで、α, β, γは定数である。このとき、
適切な条件のもとで荷電粒子を x, y, z軸全ての方向について有界な領域に閉じ込めることがで
きる。以下では、その理由を荷電粒子の x軸方向の運動に着目して考えよう。なお、磁場は無
視できるものとし、電場は Ẽ(r, t) = −∇ϕ̃(r, t)で与えられるものとする。

[2.1] τ =
ωt

2
とおくとき、荷電粒子の位置の x成分は τ の関数として x(τ)と表せる。このと

き、x(τ)が従う運動方程式は、ある定数 λを用いて

d2x(τ)

dτ2
+ 2λx(τ) cos 2τ = 0 (3)

と書ける。λを求めよ。



[2.2] ある初期条件のもとで、式 (3)の解が、

x(τ) =
∞∑

n=−∞
Cn cos [(2n+Ω)τ ] (4)

の形で与えられるとする。ここで、Ω, Cn（nは整数）は τ に依存せず、0 < Ω < 1であ
る。Ω, Cn−1, Cn, Cn+1の間に成り立つ関係式を λと nを用いて表せ。

[2.3] 問 [2.2]において 0 < λ≪ 1のとき、式 (4)におけるC−1, C0, C1以外のCnの寄与を無視
でき、また問 [2.2]で求めた関係式に n = −1, 0, 1を代入したもののみを用いるという近似
が導入できる。このもとで、C0 ̸= 0と仮定して C−1

C0
,
C1

C0
, Ωを λの 1次までの範囲で求

めると、定数 ε, δを用いて C−1

C0
=
C1

C0
= ελ, Ω = δλとなる。εと δを求めよ。

[2.4] 問 [2.3]の条件のもとで、式 (3)の解 x(τ)を C0, λ, τ を用いて表せ。また、C0 > 0のと
き、x(τ)を τ の関数としてその概形を図示せよ。


