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注意事項 
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第2問

質点とバネが交互に並んだ 1次元系を考えよう。バネの自然長を a、バネ定数を kとする。はじめ
質点は x = na（nは整数）の位置にあるとし、x = naにある質点を n番目の質点と呼ぶことにする。
時刻 tにおける n番目の質点の x = naからの変位を xn(t)と書く。以下では iを虚数単位とする。次
の問いに答えよ。

[1] まず、全ての質点の質量はmであるとする（図 1）。また、質点とバネは十分多く並んでおり、
端の影響は無視できるものとする。
[1.1] n番目の質点の運動方程式を書き下せ。
[1.2] xn(t) = eiqncq(t)（0 ≤ q < 2π）とおいて [1.1]の運動方程式に代入し、cq(t)が満たす微分

方程式を求めよ。ただし、実際の変位に対応するのは xn(t)の実部である。
[1.3] 0 < q < 2πのとき、[1.2]の微分方程式の一般解は e+iωqtと e−iωqtの線型結合で表される。

この ωq をm, k, qを用いて表せ。ただし ωq > 0とする。
[1.4] q = 0のとき、[1.2]の微分方程式の一般解を求めよ。

[2] いま、[1]の系の 0番目の質点の質量をM に変更したとしよう（図 2）。他の質点の質量やバネ
定数は変更しないものとする。 x < 0から xn(t) = eiqn−iωqt（0 < q < π）の振動が入射する状
況を考える。透過振幅 Tq および反射振幅Rq を求めるために、運動方程式の解として

xn(t) =

eiqn−iωqt +Rqe
−iqn−iωqt (n ≤ −1)

Tqe
iqn−iωqt (n ≥ 0)

(1)

という形を仮定する。Tq およびRq は一般に複素数となることに注意せよ。
[2.1] それぞれの質点の運動方程式を書き下せ。特に 0番目の質点の取り扱いに注意すること。
[2.2] [2.1]の運動方程式のうち n ≤ −2あるいは n ≥ +1のものに (1)式を代入し、M ̸= mで

ある場合にも [1.3]で求めた ωq の表式がそのまま成り立つことを示せ。
[2.3] [2.2]の結果を踏まえて、[2.1]の運動方程式のうち n = 0および n = −1のものに (1)式を

代入し、 Tq とRq についての連立方程式を求めよ。
[2.4] [2.3]の連立方程式を用いて、Rq = Tq − 1が成り立つことを示せ。さらに、透過振幅 Tqを

M , m, qを用いて表せ。
[2.5] [2.4]の解にM = mおよびM = +∞を代入し、結果を解釈せよ。

[3] 次に、[2]の系に周期境界条件を課してみよう（図 3）。質点およびバネの数はそれぞれ全部でL

個とする。Lを偶数とし、n = L/2番目の質点は n = −(L/2) + 1番目の質点とバネで連結さ
れているものとする。この系の基準振動を求めるために、x < 0だけでなく x > 0から入射す
る振動を同時に考慮し

xn(t) =

Aqe
iqn−iωqt +Bqe

−iqn−iωqt (n ≤ −1)

Cqe
iqn−iωqt +Dqe

−iqn−iωqt (n ≥ 0)
(2)

という形を仮定する。ただし 0 < q < πとする。このとき線形性と x = 0に関する反転対称性
により、[2]の結果から (

Cq

Bq

)
= Sq

(
Aq

Dq

)
, Sq =

(
Tq Rq

Rq Tq

)
(3)

という関係が成立することがわかる。



[3.1] 周期境界条件はAq = Cqe
iqL, Bq = Dqe

−iqLを意味する。これと (3)式が両立するという
条件から、この系において許される qの値を決定する方程式を求めよ。

[3.2] M = mの場合に、許される qの値を Lを用いて表せ。また、対応する固有振動数 ωq を
求めよ。

[3.3] M = 2mの場合に、許される qの値を Lを用いて表せ。また、対応する固有振動数 ωqを
求めよ。0 < q < πの条件に注意して、式 (2)の形の基準振動の総数を求めよ。これが L

個よりも少ない場合、残りの固有モードはどのようなものか。
[3.4] M → ∞の場合について、[3.3]と同様の考察をせよ。

図1

図2

図3



第3問

A、B二種類の原子からなる二元合金について考えよう。N 個の格子点があり、各格子点はA原子
または B原子のいずれか一つによって占有されている（図 a参照）。A原子の数はNA個、B原子の
数はNB 個であり、N = NA +NB である。ここでNA ≫ 1、NB ≫ 1とする。異なる種類の原子が
占める最隣接サイト対の数がNAB であるとき、系の内部エネルギーは

E = NABV (1)

で与えられるものとする (ただし V > 0)。全ての格子点において最隣接原子の数（配位数）は同じ
で、zであるとする。
まず、一様な合金 (図 b) について考えよう。このとき、NA = xN , NB = (1 − x)N と書こう

(0 < x < 1)。xは合金の組成比を決めるパラメータである。ボルツマン定数を kB として、以下の問
いに答えよ。

[1] A原子のいる一つのサイトに着目すると z個の最隣接サイトが存在する。さらにA原子の最隣
接サイトに B原子のいる確率はNB/N で近似できるものとする。この近似のもとで、NAB を
z,N, xを用いて書きあらわせ。また、合金の内部エネルギーEを z,N, x, V を用いて書きあら
わせ。

[2] 合金のエントロピー Sは原子配置のみによって決まるものとしたとき、Sを kB, N, xを用いて
書きあらわせ。ただし、N ≫ 1に対する Stirlingの公式 logN ! ≃ N logN −N を用いよ。

[3] 温度 T におけるヘルムホルツの自由エネルギー F を求めよ。

次に様々な組成比の合金を考えよう。このために、xを変数として取り扱う。与えれられた xに対
応する一様な合金相 (図 b)における 1サイトあたりの平均的な自由エネルギーを f(x) = F/N とす
る。温度 T を固定すると、f(x)は組成パラメータ xの関数と考えることができる。関数 f(x)の性質
について考えてみよう。
f(x)が極値をとる xの満たすべき方程式は

zV

kBT
(2x− 1) = g(x) (2)

の形に整理できる。この方程式は x = 1
2 を解として持つが、T < Tc0ではそれ以外の解も存在する。

そのような解は x = 1
2 ± δ0 (ただし δ0 > 0)と書くことができる。また、T ≤ Tc0においては、f(x)

に変曲点 (f ′′(x) = 0の解)が存在し、x = 1
2 ± δ1(ただし δ1 > 0)と書くことができる。

[4] g(x)を求めよ。

[5] 温度 Tc0においては、式 (2)の両辺の x = 1
2 における傾きが一致する。Tc0を求めよ。

[6] y = g(x)と y = zV
kBT (2x− 1)のグラフを、T > Tc0および T < Tc0それぞれの場合について図

示せよ。

[7] δ1を求めよ。

[8] T < Tc0の場合に f(x)を xの関数として概形を示せ。その際、x = 1
2 ± δ0および x = 1

2 ± δ1

の位置を示せ。



[9] δ0 および δ1 をそれぞれ温度 T の関数とみなしたとき、曲線 x = 1
2 ± δ0(T )および曲線 x =

1
2 ± δ1(T )の概形を、[7]および [8]を考慮して図示せよ。ただし xを横軸、T を縦軸とせよ。

次に合金の相分離について考察しよう。このためには一様な合金相の安定性を考えればよい。x = x0

の一様な合金M0(図 b)が、x = x1の一様な合金M1と x = x2の一様な合金M2に s : (1 − s)の比
率で相分離する (図 c)ことを考える。このとき x1 < x2であるとすると、x1 < x0 < x2となる。相
分離した合金の１サイトあたりの平均的な自由エネルギーを f∗とする。x = x0の一様な合金相がエ
ネルギー的に安定になるためには

f(x0) < f∗ (3)

を満たす必要がある。

[10] M0中の A原子の数と、M1およびM2中の A原子の数の和が等しいことから、sを x0, x1, x2

を用いて表せ。

[11] f∗を x0, x1, x2と関数 f(x)を用いて表せ。

[12] 十分小さな xのゆらぎに対して一様な合金相が安定であるためには、十分小さな δに対して、
x1 = x0 − δ, x2 = x0 + δとしたときに式 (3)が満たされればよい。x = x0の一様な合金相が x

の小さなゆらぎに対して安定な状態として存在できる条件は ∂2f
∂x2

∣∣∣
x=x0

> 0であることを示せ。

[13] T および xを変えると、(I)一様な合金が最安定な領域、(II)一様な合金が最安定ではないが x

の小さなゆらぎに対しては安定（すなわち準安定）な領域、および (III)一様な合金が xの小さ
なゆらぎに対して不安定であり相分離する領域が現れる。[9]で得られた図においてこの３つの
領域 I, II, IIIがどこに対応するか示せ。

図：２元合金の概念図。(a)正方格子の場合のA、B原子の配置。
(b)一様な合金相、および (c)相分離した合金の概念図。



第4問
　電磁波に対する誘電体の応答について、以下の問いに答えよ。ϵ0は真空の誘電率、iは虚数単位と
する。

[1] まず、電磁波と原子の相互作用を考える。原子は、空間的に固定された原子核と、それに束縛
された質量m、電荷−q (m, q > 0)の電子一つで構成され、空間的に一様で角振動数 ωの電場
E(t) = E0 exp(−iωt) (ω > 0)を受けるとする。このとき電子は、電場E(t)から受ける力、平
衡位置からの変位 x(t)に応じた復元力 −mω2

0x(t)、速度に応じた減衰力 −mγ
dx(t)

dt
の３つの

力を受けるとする (ω0, γ > 0)。なお、電子の変位や電場を複素数で表現するが、それぞれの物
理量はその実部に対応する。

[1.1] 電子の変位 x(t)が満たす運動方程式を求めよ。
[1.2] [1.1]の運動方程式の解として x(t) = x0 exp(−iωt) の形を仮定する。x0を求めよ。
[1.3] 上記の原子を単位体積当たりN 個含む誘電体を考える。この誘電体に誘起される分極は、

P (t) = −Nqx(t) と表せる。分極をP (t) = P0 exp(−iωt)と表したとき、複素感受率 χは
P0 = ϵ0χE0によって定義される。χ = χR + iχI (χR, χI は実数)とするとき、χR, χI を
それぞれ求めよ。

[1.4] χRを ωの関数としてその概形を図示せよ。その際、γ ≪ ω0を仮定せよ。ただし、χRの
極値は計算しなくてよい。

[2] 図 1で示すように、z ≤ 0 は [1]の誘電体で満たされ、z > 0は真空である場合を考える。この
誘電体に対し、ω0よりも高い角振動数 ωを持つ電磁波を照射する場合を考えよう。以下では、
感受率 χは−1 < χR < 0かつ χI = 0のある定数と近似して扱い、位置 rでの電場E(r, t)に
対して、分極をP (r, t) = ϵ0χE(r, t)（ただし、真空中では χ = 0）と表す。また、誘電体の透
磁率は真空の透磁率 µ0と同じであり、誘電体内部とその境界には、真電荷も真電流も存在しな
いとする。
以下では真空中から z = 0平面に入射角 θ0 (0 < θ0 < π

2 )で平面波を入射する場合を考える。
図 1は電磁波が誘電体中に透過する場合に対応する。真空中の入射波、反射波それぞれの電場
E0(r, t)、Em(r, t)、および誘電体中の電場Et(r, t)は

E0(r, t) = E0ey exp{i(K0 · r − ωt)}

Em(r, t) = Emey exp{i(Km · r − ωt)}

Et(r, t) = Etey exp{i(Kt · r − ωt)}

で与えられる。ここで波数ベクトルK0,Km,Ktは

K0 = (k sin θ0, 0,−k cos θ0), Km = (Kmx, 0,Kmz), Kt = (Ktx, 0,Ktz)

と表されるものとする。ただし、eyは y正方向の単位ベクトル、kは正の実数、E0, Em, Etは
一般に複素数である。この系におけるマクスウェル方程式は、

∇ · (ϵ0E(r, t) + P (r, t)) = 0 (1)

∇×E(r, t) = − ∂

∂t
B(r, t) (2)



1

µ0
∇×B(r, t) =

∂

∂t
(ϵ0E(r, t) + P (r, t)) (3)

∇ ·B(r, t) = 0 (4)

と表される。ただし、B(r, t)は磁束密度である。

図 1

[2.1] 境界 z = 0における、電場の y成分についての連続性の条件を、E0 exp (iK0 · r),
Em exp (iKm · r), Et exp (iKt · r) の関係式として表せ。この条件は、例えば式 (2)の両
辺を、(x, y ±∆y,±∆z) (ただし 0 < ∆z ≪ ∆y) を頂点とする微小長方形で面積分するこ
とによって導かれる。

[2.2] [2.1]の結果から、Kmx,Ktxのそれぞれを k, θ0を用いて表せ。
[2.3] E0 (r, t)、Em (r, t) に対する真空中での波動方程式と、Et (r, t)に対する誘電体中での波

動方程式をそれぞれ求めよ。さらに、k2,K2
mx+K2

mz,K
2
tx+K2

tzをそれぞれ ϵ0, µ0, ω, χを用
いて表せ。ただし、ベクトル解析の公式∇×(∇×C (r, t)) = ∇ (∇ ·C (r, t))−∇2C (r, t)

を用いてよい。
[2.4] [2.2]と [2.3]の結果を使い、Kmzを k, θ0を用いて表せ。
[2.5] ある角度 θcより大きな入射角ではKtzが純虚数となり、そのとき誘電体中の電場Et(r, t)

が zの負方向に減衰する。このとき、入射したエネルギーはすべて反射される。この現象
は全反射と呼ばれる。[2.2]と [2.3]の結果を用いることにより θcを求めよ。また、θ0 > θc

および θ0 < θcのそれぞれの場合についてKtz を k, θ0, χを用いて表せ。
[2.6] 入射角 θ0が [2.5]の θcより大きい場合を考える。誘電体内で電場振幅が z = 0での値の

1/e (eは自然対数の底)になる zの絶対値 z0を k, θ0, χを用いて表せ。また、z0を cos2 θ0

の関数として図示せよ。


