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第1問

質量mの質点N 個が図 1のようにバネでつながれている一次元系を古典的に扱おう。質点には n =

1, 2, . . . , N − 1, N と番号をつける。両端のバネは不動壁につながれている。バネ定数はすべて kであ
り、図 1の状態でバネの長さはいずれも自然長であるものとする。時刻 tにおける各質点の図 1の位
置からの変位を xn(t) (n = 1, 2, . . . , N − 1, N)と書く。床との摩擦を無視できるものとして、以下の
問に答えよ。

図 1

[1] 第 n成分が xn(t)で与えられるN 次元縦ベクトルを x(t)と定義する。

[1.1] 各質点についての運動方程式をまとめて次の形に書くとき、N 次元正方行列Kを求めよ。

m
d2

dt2
x(t) = −Kx(t) (1)

[1.2] K の規格化された固有ベクトル uℓ (ℓ = 1, 2, . . . , N − 1, N)は次の形で与えられる。

(uℓ)n = Nℓ sin(qℓn) (2)

ただし、qℓ =
πℓ

N + 1
であり、(uℓ)nはN 次元縦ベクトルuℓの第 n成分 (n = 1, 2, . . . , N −

1, N)を表す。固有ベクトルuℓに対応するKの固有値を求めよ。また、規格化定数Nℓを
求めよ。必要であれば ℓ = 1, 2, . . . , N − 1, N について成立する公式

N+1∑
n=1

cos

(
2πℓn

N + 1

)
= 0 (3)

を用いてよい。

[1.3] 固有ベクトル uℓを用いて、x(t)を x(t) =
N∑
ℓ=1

αℓ(t)uℓと展開する。 x(t)についての運動

方程式 (1)を用いて、αℓ(t)についての次の微分方程式を導け。

d2

dt2
αℓ(t) = −ω2

ℓαℓ(t) (4)

また、角周波数 ωℓを k, m, および qℓを用いて表せ。ただし、ωℓ > 0とする。

[1.4] 問 [1.3]で求めた角周波数 ωℓを qℓの関数として図示せよ。



[2] 図 1の各質点それぞれに外力を加える。n番目の質点に作用する外力を fn、各質点の元の釣り
合いの位置から新しい釣り合いの位置までの変位を xnとする。fnや xnを 1列に並べたN 次元

縦ベクトルをそれぞれ f , xとし、これらを問 [1.2]の uℓを用いて x =

N∑
ℓ=1

αℓuℓ, f =

N∑
ℓ=1

βℓuℓ

と展開する。

[2.1] 比 αℓ/βℓをmと問 [1.3]の ωℓを用いて表せ。

[2.2] 比 αℓ/βℓが最大となる ℓを求めよ。この最大値はN ≫ 1においてN の関数としてどのよ
うに振る舞うか。

[3] 図 2に模式的に示すように、図 1の各質点に 1
2k0xn(t)

2というポテンシャルを加える。ただし、
k0 (> 0)はポテンシャルの強さを表す定数である。

[3.1] このときの式 (1)の行列Kはどのように変更されるか。また、その固有値、固有ベクトル
はどのように変わるか。

[3.2] このときの角周波数 ωℓを k, k0, m, および問 [1.2]の qℓを用いて表せ。また、最小の角周
波数のN → ∞ の極限での値を求めよ。

[3.3] 問 [3.2]で求めた角周波数 ωℓを qℓの関数として図示せよ。

図 2
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第3問

固体表面における原子の吸着現象の簡単なモデルとして、原子が吸着できる場所（吸着サイト）が
Na個並んだ吸着格子と単原子理想気体が接した系を考える（図 1を参照）。なお、この系はボルツマ
ン統計に従うものとする。各吸着サイトは互いに独立で、それぞれ原子が吸着していないか、1つだ
け吸着しているかのいずれかの状態をとるものとし、それぞれの状態のエネルギーを 0、−εとする
（ε > 0）。各原子の質量をmとし、原子の内部自由度は考えない。この系全体は、温度 T、化学ポテ
ンシャル µの熱平衡状態にあるものとする。ボルツマン定数を kB、逆温度を β = 1/(kBT )、プラン
ク定数を 2πで割ったものを ℏとする。

[1] まず、単原子理想気体のみを考える。体積 V 中の単原子N 個からなる理想気体の分配関数は

Z(g)(V, β,N) =
V N

N !

(
m

2πℏ2β

)3N/2

(1)

で与えられることを示せ。

[2] 式 (1)を用いて、大分配関数 Z
(g)
G (V, β, µ) =

∞∑
N=0

Z(g)(V, β,N)eβµN を求めよ。

[3] 理想気体の圧力P は、Z
(g)
G を用いてP (β, µ) =

1

β

∂

∂V
logZ

(g)
G (V, β, µ) と与えられる。これに問

[2]の結果を用いることで、P (β, µ)の表式を求めよ。

[4] 次に、この単原子理想気体が吸着格子に接している状況を考える。1つの吸着サイトに着目し、
それがとりうる状態に関する大分配関数 ξ

(a)
G を求めよ。

[5] 吸着格子全体の大分配関数はZ
(a)
G = (ξ

(a)
G )Na で与えられる。これを用いて、吸着している原子

の密度 na（吸着原子の総数をNaで割ったもの）を求めよ。

[6] 問 [3]と [5]の結果を用いて、吸着原子密度 naを圧力 P と温度 T の関数として表せ。

[7] 問 [6]で得られた naを、温度 T 一定のもとで圧力 P の関数として図示せよ。また、圧力 P 一
定のもとで温度 T の関数としても図示せよ。
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第4問

質量mの量子力学的粒子がポテンシャル (1/2)mω2(x̂2 + ŷ2)のもとで運動する２次元系を考える。ω

はポテンシャルの強さを表す正の定数であり、x̂（ŷ）は x座標（y座標）の位置演算子である。まず、
x方向と y方向の運動に分離して考えよう。ポテンシャル (1/2)mω2x̂2のもとで x軸上を運動する質
量mの粒子の固有状態を、エネルギーが低い順に |n⟩とおく（n = 0, 1, 2, . . .）。ここで、演算子

â†x =

√
mω

2ℏ

(
x̂− i

mω
p̂x

)
, âx =

√
mω

2ℏ

(
x̂+

i

mω
p̂x

)
(1)

を導入する。p̂xは運動量の x成分の演算子であり、ℏはプランク定数 hを 2πで割ったものである。
このとき、â†x, âx, |n⟩は次の関係式を満たす。

[âx, â
†
x] = âxâ

†
x − â†xâx = 1, (2)

â†x|n⟩ =
√
n+ 1|n+ 1⟩, âx|n⟩ =

√
n|n− 1⟩ (n ̸= 0), âx|0⟩ = 0 (3)

y方向の運動についても同様の演算子を導入する。

â†y =

√
mω

2ℏ

(
ŷ − i

mω
p̂y

)
, ây =

√
mω

2ℏ

(
ŷ +

i

mω
p̂y

)
(4)

これらを用いて以下の問に答えよ。問 [9]以外では粒子のスピンを考えないことにする。

[1] 系の全ハミルトニアン Ĥ を â†x, âx, â
†
y, ây を用いて表せ。

[2] Ĥ のエネルギー固有値を求めよ。低い方からN 番目のエネルギー準位（N = 1, 2, 3, . . .）は何
重に縮退しているか答えよ。

[3] 角運動量の z成分 l̂z = x̂p̂y − ŷp̂xを â†x, âx, â
†
y, âyを用いて表せ。また、角運動量 l̂zが保存量で

あることを示せ。

次に、ハミルトニアン Ĥ と角運動量 l̂z の同時固有状態を構成することを考える。そのために、演算
子 b̂† = Câ†x +Dâ†yと b̂ = C∗âx +D∗âyを導入しよう。ここで、CとDは |C|2 + |D|2 = 1を満たす
複素係数で、C∗とD∗はこれらの共役複素数である。

[4] ある演算子 Âと実数 αが
[l̂z, Â] = αÂ (5)

を満たすとする。固有値 lz を持つ角運動量 l̂z の固有状態を |lz⟩とするとき、Â|lz⟩ ̸= 0であれ
ば、Â|lz⟩は固有値 lz + αを持つ l̂z の固有状態になることを示せ。

[5] 演算子 Âに関する式 (5)の条件を演算子 b̂†が満たすように、係数C,Dと対応する αを求めよ。
ただし、Cは負でない実数になるように選べ。b̂†, b̂は２組存在することに注意せよ。以下では、
これらを b̂†1, b̂1および b̂†2, b̂2と書くことにする。

[6] 交換関係 [b̂1, b̂
†
1], [b̂2, b̂

†
2], [b̂1, b̂

†
2], [b̂2, b̂

†
1]を計算せよ。

[7] ハミルトニアン Ĥ と角運動量 l̂z を b̂†1, b̂1, b̂
†
2, b̂2を用いて表せ。

[8] この２次元系のN 番目のエネルギー準位（N = 1, 2, 3, . . .）に属する固有状態がとる l̂z の固有
値を全て求めよ。

[9] この系の粒子がスピン 1/2の電子で、スピン軌道相互作用 Ĥso = λl̂zσzが働く場合を考える。λ

はスピン軌道相互作用の大きさを表し、σz = ±1はスピンの z成分に対応する。このとき、系
のエネルギー準位を求めよ。


